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Matematiksel Finans

Omer ONALAN®

OZET

Hisse senedi , doviz, faiz oram, vb. gibi mallar iizerine
Sfutures ve options gibi finansal tiirevlerin olusturulmasi, finansal
risklerin diisiiriilmesine imkan vermektedir. Bir finansal  tiirev
olusturmanmin altinda yatan temel fikir; Belirsizligin hakim oldugu
pivasada  gelecekteki gelismelere bagh olarak ortaya ¢ikacak,
risk ve kazanci, paylasmaya istekli  piyasa katilimcilarini
bulmaktr. Bu  finansal  enstriimanlarin ~ fiyatlandirilmas: , ito
stokastik analizi olarak adlandirilan bir teoriye dayanmaktadir.
Rassal fiyat siireci igcin temel model Brownian hareket ve
onunla iligkili diferansiyel denklemlerle tanimlanmaktadir. Avrupa
alim opsiyonunun fiyatlandirilmasi i¢in Black- Scholes (1973) ve
Merton (1973) tarafindan bir andalitik fornuil verilmistir. Onlarmn
yaklasim, tiirev menkul kiymetlerin fivatlamasima wuygun ¢oziimler
bulmak i¢in martingale teori , ito analizi ve stokastik kontrol gibi
ileri diizeydeki araglar: kullanan, modern finansal matematik igin
saglam bir zemin olugturmugstur.

Anahtar Kelimeler: Finansal tiirev, Brownian hareket, Black-
Scholes formiilii, ~ Opsiyon , Ito stokastik
analizi,  Olgiimiin degisimi,  Girsinov
donidisiimii,  Martingale, Denk  martingale
dlgiimii , arbitraj , faiz orani, Semimartingale
modelleri.

1. GIRIS

Matematiksel finans’in orijini , Louis Bachelier’ in 29 Mart 1900’ de Paris
Fen Fakiiltesi’nde sunmus oldugu “Theory de la Speculation *“ adli doktora tezine kadar
geriye gitmektedir. Finansal piyasalarda, komplex finansal iiriinlerin siirekli olarak
artmasi , hisse senedi fiyatlari, faiz oranlari ve doviz kurlarindaki  belirsizlikler
“Matematiksel Finans” olarak adlandirilan yeni bir aragtirma alaninin dogmasina neden
olmustur. Bu alan stokastik siireglerin genel teorisi, kismi tiirevli diferansiyel
denklemler, fonksiyonel analiz, yatinm ve finans teorilerini igermektedir.(Black—
Scholes 1973) ve (Merton 1973)’'un c¢aligmalarindan sonra, matematiksel finans
alaninda deyim yerinde ise tam bir devrim yasannugtir. Matematiksel finans, o6zellikle
olasilik teorisi ve matematigin en yeni basarilarindan bir tanesidir.

* Yrd.Dog¢.Dr. Marmara Universitesi iktisadi ve idari Bilimler Fakiiltesi Isletme Bslimii Sayisal
Yontemler Anabilim Dali, istanbul, Tiirkiye
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Birgok matematiksel gelisme sadece o konu ile ilgili uzmanlarca
bilinmekte iken, buna karsilik , Black- Scholes opsiyon fiyatlama formiilii sadece
finans alanmindaki uygulamacilar arasinda popiiler olmakla kalmamis, iini
ekonomistler, ekonometriciler, istatistikgiler vb. arasinda da yayilmisgtir.

Bu ¢aliymanin  amaci, modern finans teorisinde kullanilan yeni matematiksel
modelleri arastirmak ve teorinin finans miihendisliginin pratigi ile nasil bir iliski
icerisinde oldugunu gostermektir. Bu nedenle ¢alismada esas olarak Black-Scholes ve
Merton’un ¢alismalart iizerinde odaklanacaktir. Ciinkii bu g¢alismalar, matematiksel
finansin gelisme ¢izgisi igerisinde bir sigrama noktast olmuslardir, Bir avrupa alim
opsiyonu, bir riskli malin (6rnegin hisse senedi ) bir hissesini, dnceden belirlenmig bir
tarihte (vade tarihi) ve dnceden belirlenmis bir fiyattan (kullanim fiyati) alma hakkidir
(zorunluluk degil). Hemen su soru akla gelebilir: Alici opsiyonu almak i¢in ne kadar
odenmelidir? Iste Black-Scholes formiiliinii bu denli énemli kilan nedenlerden bir
tanesi, boyle bir alim opsiyonunun fiyatim belirlemek igin, analitik bir formiil vermis
olmasidir.

Black —Scholes ve Merton opsiyon fiyatlama problemine, riskli malin fiyati i¢in
makul bir modeli kabul etmekle baslamiglardir. Boyle bir model i¢in aragtirmalar ise
uzun bir gegmise sahiptir. Mal fiyatlan rassal bir sekilde degismekte olup , bityiik
olglide kestirilemezdir.Bu gergek rassal yiirliylis olarak adlandirilmaktadir. Rassal
yuriiyiis kesikli zamanlarda tanmmlanmis en basit stokastik stiregtir. Buna karsihik
finansta esas olarak, zamanin herhangi bir anindaki modellemesi ile ilgilenilir.
Bachelier fiyat hareketlerini modellemek i¢in Brownian  hareketi kullanmistir.
Brownian hareket rassal yiiriiytigiin siirekli zamanlardaki karsihigidir. Brownian hareket
bir sivi igerisinde salinan bir partikiiliin hareketleri igin fiziksel bir modeldir (Karatzas
ve Shreve, 1998).

Hisse senedi fiyatlar igin Bachelier’ in Aritmetik Brownian hareket modelinin
soyle bir sakincas: vardir: hisse sendi fiyatlar pozitif biiyiikliiklerle tanimlanirlar, B(t)
normal dagilmig oldugundan, pozitif olasiliklarla negatif degerler alabilmektedirler.
Model uzun bir siire unutulmustur. 1965’ de Samuelson, belirsizlik ortamindaki
fiyatlari modellemek ig¢in Brownian hareketin istelini yani Geometrik brownian
hareketi kullanmistir. Bu durumda S(t) fiyat siireci asagidaki stokastik diferansiyel
denklemi saglar.

dS(t) = puS(t)d + oS(1)dB(1) (1)

ito lemma kullanilarak bu denklemin ¢oziimiiniin asagidaki sekilde oldugu
gosterilebilir:

S(t) = S(O)e[[ ) )

Es(t) = S(0)e"" (B(t) ~ N(O,t)* dir.) oldugundan (2) denklemi kesinlikle S(t)>0
oldugunu gosterir, Black — Scholes ve Merton” un ¢alismalarinda, Geometrik
brownian hareket , fiyat hareketleri icin temel matematiksel modeldir (Pliska, 1997).

54



Onlar derin  bir matematiksel teori olan , [Ito analizi ile Brownian
Hareketin yakin iligkisi oldugunun da farkina varmislardir. Teoriye Ito Analizi
ismi 1940° h wyillarda bu teoriyi gelistirmig olan Japon matematik¢i Kiyosi Ito’
nun adma izafeten verilmigtir. Klasik analiz, diizgiin fonksiyonlarin diferansiyeli
ve integrasyonu hakkindadir. Buna karsihk Brownian hareketin egrileri, oldukga
diizensiz ,ustelik diferansiyellenemez fonksiyonlardir ve bu nedenle, Brownian
hareket icin klasik analiz , uygun bir arag degildir (Roger ve Williams, 2000).
Opsiyon fiyatlandirma formiiliiniin esas katkisi, ekonomik alanda yeni bir fikir
olmasidir.

Opsiyonun vade zamanindaki degerini kargilayan bir ticaret stratejisine
korunma (hedge) denir. Boyle bir korunmanin varligi opsiyonun fiyati i¢in hakl
bir nedendir. Fakat o, finansin pratigi ig¢in kendi iginde Onemlidir. Bir opsiyon
saticisinin , onun korunmasi i¢in yatirmak zorunda oldugu para miktari, opsiyon
icin adil bir fiyat olmalidir. Ayrica Black-Scholes ve Merton su fikirdedir; Eger
opsiyon Black-Scholes fiyatindan bagka bir fiyatta satilmig olursa, rasyonel bir
kist bu gergegi riske girmeksizin (arbitraj) simrsiz kar yapabilmek igin
kullanabilmelidir. Baz matematiksel modelin ¢esitli eksiklerine ragmen Black-
Scholes yaklagimi, finansal tiirevierin diger tiirlerinide fiyatlamak ig¢in bir
baglangi¢ olmustur(Shimpi, 1999).

Bir finansal tiirevin esas amaci ; “Riskin menkul kiymetlestirilmesi’dir.
Black- Scholes yaklagimm, ozel olarak fiyatlandinlmig bir tiirevin saticisinin ve
alicisinin,  fiyat hareketlerinin belirsizligi yiiziinden ortaya ¢ikacak olan gelecek
riskleri hedge etmelerine miisaade eder. Finansal {riinlerin gittikge buyiiyen
yelpazesi ozellikle 1970° lerin sonundan itibaren matematiksel finansin  en
gelismis kavramsal araglarla donanmasini saglamigtir. Martingale Teori , Stokastik

Kontrol, Kismi Diferansiyel Denklemler bunlardan bir kagidir(Karatzas ve Shreve
1998), (Bjork 1997).

Acikga Black-Scholes diinyasi; Reel finansal diinyanin bir ideallestirmesidir.

Ornegin bir riskli malin fiyati i¢in Geometrik brownian hareketin matematiksel
varsayimmin reel diinyadaki fiyat verileri ile geligtigi bilinmektedir. Ciinkii hisse
senedi piyasast soklarla (politik olaylar, krizler vs.) sarsilmakta ve sonugta
beklenmeyen fiyat sigramalari olmaktadir. Boyle bir davramg Black- Scholes
diinyasinda olmaz. Matematiksel formiiller, finans alanindaki rasyonel kararlarda
bize yardimci olabilir(Hull, 1997) , (Baxter ve Rennie, 1996) , (Neftgi, 1996).
Cesitli formlardaki finansal risklerin oOlglimii ve tahmin edilmesi matematiksel
finansta yeni gelismelere yol agmustir. Finansal riskleri sayisallastirmak igin gesitli
metodlar gelistirilmistir. Bunlar arasinda (Value -At Risk (VAR) ) * Riskin
Degeri” en popiiler olanidir(Stampi, 1999).
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2. FINANSAL TUREVLERIN FIYATLANDIRILMASI

2.1. Black-Scholes ve Merton Yaklagim

P, bir riskli malin fiyatim gostersin . Bir hisse senedinin fiyati Geometrik
brownian hareketle tanimlanir.

P, = P,exploB, +pt—0,506°t} 3)

{B,;t>0} bir Brownian harekettir.( Siirekli orneklem egrili, duragan

bagimsiz artmali bir Stokastik siirectir. Oyle ki, B, sifir ortalamali ve t varyansi
ile bir normal dagilima sahiptir.)

i : Getirinin ortalamasi
o >0: Oynakhk ( Volatilite)

Bilhassa, sabit t i¢in Py bir lognormal dagilima sahiptir, daha biyik o,
P’ nin onun ortalama degeri olan exp{ju} civarinda daha giiglii salinmasi

demektir. Boylece o, fiyatin degiskenliginin derecesini belirler. Alternatif olarak,
P, asagidaki Ito Stokastik Diferansiyel Denklemini (SDD) saglar.

dP, =P, [udt +odB, | @)

Yukaridaki SDD, Ito Integral Denklemi olarak yorumlanmalidur.
P, =P, +pu [P, ds+c[PdB, (5)
o0 0

Yukaridaki ilk integral Riemann integrali’dir. ikinci integral bir Ito
integralidir. Bunun anlami sudur: O toplamlarin limitini temsil eder:

j'Psst = ZPI. |[Bl‘ - Ba,_,] (6)
0 i

burada, toplam n —eo’ da max(t, —t,,)—>0 ile [0{] arahgmn herhangi bir

0 = to<ti<. .ty <ty = t parg¢alanmast  boyunca alinmigtir. Brownian hareketin
egrileri simursiz  varyasyona sahip oldugundan Riemann- Stiltjes integraline
benzemez, limit sabit bir Brownian egri boyunca alinmayabilir, fakat karelerin
ortalamast durumunda bunu yapabiliriz. Ito integrallarinin tanimi igin kritik nokta
sudur, (6) ° in sag tarafindaki toplam beklenilmeyen bir sekilde kurulmus
olmalidir. Yani integrand zaman araliklaninin basinda alinmali ve onun geometrik
brownian hareketin gelecek degerlerine bagh olmadigi kabul edilmelidir. Yani fiyat
gelecek degerlerine bagh degildir.
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Matematiksel Finans

r >0 risksiz faiz oram ile “Risksiz Mal” (Hazine Bonolar1) in degeri f,
asagidaki gibi degisir.

Bt = BO e”

t- zamaninda portfoy a; (pay) hisse senedi ve by miktar bonodan
olusmaktadir.(a, b, herhangi bir reel deger olabilir; a, nin negatif degeri, hisse
senedinin kisa satisina karsilik gelir, b, nin negatif degeri ise, risksiz faiz orami r
oranindan borglanmay1 gosterir.)

Suhalde portfoyiin degeri,

V,=aP +bB,

olur.Kritik varsayim sudur; (aq ,by) ticaret stratejisi “kendini finanse eden” dir:
dV, =a dP, +b dp, (7

Yani servetteki degisimler , tamamen fiyatlardaki degisimler yiiziindendir.
Son denklem Ito anlaminda yorumlanirsa,

v, =V0+j‘asdPs +jbs dp,
0 a

olur.Burada ilk integral (6)’ e benzer sekilde tanimlanmustir. T - vade zamaninda,
Avrupa alim opsiyonunun degeri, K kullamim fiyat: ile asagidaki sekilde verilir:

(P, —K)" = max (0,P; —K)

Avrupa satim opsiyonu ise (K—P.r)+ seklinde tanimlanir. Bir opsiyonun
nihai  degeri, tam brownian egri iizerine dayanabilir. Omegin bir Asya alim

T +
opsiyonu (T"J.Psds—Kl * Ik bir 6demeye sahiptir. Bodyle bir kontrat tipik
0

olarak petrol piyasasinda kullanilabilir. Bir finansal tiirevin degeri vadeye kadarki
P, fiyatinin gelisimine bagli olan bir H rassal degiskenidir. Bir finansal tiirevi
degerlemek i¢in klasik yol sunu kabul etmektir: V,, P, ve t° nin diizgiin bir
fonksiyonu olarak gosterilebilir:

V,=u(T-t,P) &yle ki, V; =u(0,P;)=H

Yani, tiirev menkul kiymet sadece vade zamanindaki fiyata baglidir. Ito

analizinin zincir kuralinin bir uygulamasi , Ito formiilii veya Ito lemma (7) ile
birlestirilirse agagidaki kismi diferansiyel denkleme yol acar:
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ui(t,x)=0,502x2u“(t,x)+l'xux(t,x)—ru(t,x), u©0,x)=H, x>0 te[O,T]

Avrupa alim opsiyonu i¢in yani  H=(Py- K)" igin, sonraki denklem
agagidaki ¢ozlime sahiptir.

u(t, x) = x®(g(t, x))— Ke "' ®(h(t, x)),

burada,

g(x,t) = [03[]—0.5 []0g(xz’K)+ (r +0,50° )t]
h(t,x) = g(t,x) — o t°? ve ®(x)=[2x] Ie_%y:dy

standart normal dagilimdir. (P,,-—K)T finansal tiirevinin Black- Scholes fiyati
portfoyiin sifir zamanindaki degeridir. Yani,

Vo = u(T,P,) = Py ®(g(T, P, ) - Ke " ®(h(T, P,)) ®)

Bir kendini finanse eden strateji (a,b,), bir korunma, u(t,x) fonksiyonundan
tiiretilebilir.

2.2. Olgiimiin Degisimi ile Fiyatlama

Yukaridaki yaklasim, belirli bir objenin hareketlerini, uygun diferansiyel
denklemleri ¢ozerek tanimlamak isteyen bir yaklagimdir. Bu yaklasimin yeni
boyutu, fiyat hareketinin yoriingesinin belirsizligidir. Bununla birlikte, fiyatlama
problemine piir bir probabilistik yaklasgim vardir. Bu yaklagim ilk olarak
(Harrison ve Pliska,(1981))’ in ¢aligmalarinda goriilmiistiir. Bu ¢alismalarda |,
martingale ile olan iligki ortaya konulmusgtur.

Harrison ve Pliska yaklasimi su avantaja sahiptir ; H finansal tiirevi T
zamanina kadarki tam fiyat hareketlerine bagl olabilir. Onlar sunu gozlemislerdir:
Ito’ nun gosterim teoremine gore, geometrik brownian hareketin “her “ iskonto
edilmis tiirevi stokastik integral gosterimine sahiptir:

& H=H,+ }af“)d[e—"".a ] )
0

Ho: bir sabit ve, a™: t- zamaninda , yanlizca t - zamanina kadarki fiyat
y Y

| .

hareketlerine bagh siirectir.
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Sonraki adim: (c'“.Pl) iskonto edilmig fiyati, denk bir martingale

Olglimii  altinda, bir martingale doniigtiirebilir. Martingale notasyonu , olasilik
teorisinde , bir adil oyunu tanimlamak i¢in kullanilir. Asagidaki anlama sahiptir;

Kabul edelim ki, oyun t- zamaninda M, degeri ile siirekli oynanmaktadir. t-
zamanma kadar ki informasyon F, ile gosteriliyor. (F-o cisimlerinin artan bir
ailesi “filtrasyon” olarak adlandirilir.) Eger F, informasyonu verilmis oldugunda
h>0, My, gelecek degerlerin beklenen degeri t zamanmindaki oyunun degeri ise
oyuna Adil Oyun denir. Bunun anlami sudur: Oyunun My, gelecek degerlerinin
(karelerinin ortalamasi anlaminda) en iyi kestirimi, su anki deger M, dir. Bunu
olasilik teorisinin terimleriyle ,

F)=M

EM,,, [ )=M, (10)
seklinde ifade edebiliriz. Bu son beklenti, verilmis olan P ihtimaline gore

almmistir.Geometrik brownian hareket durumunda , P igin dogal bir segim
Weiner Olgiimii diir. Bu 6lgiim altinda (c'“.P,), r , faiz oran1 ve p ortalama
getiri oram uygun bir sekilde secilmedikge (F,) filtrasyonuna gore, bir martingale
degildir. Bununla birlikte, eger P tek bir sekilde belirlenmis P’ ye denk bir
ihtimal ol¢iimii olan Q ile degistirilirse |,

ﬁl =B, +[|.l—r}3"l

“yogunluklu” Brownian hareket, standart Brownian harekete doniisiir. Olgiimiin bu
degigimi teorik olarak Girsinov doniigiimii olarak adlandirilir. Q altinda , (c'”P)

stireci (ﬁl) brownian harekete gore bir Ito gosterimine sahiptir. Bilhassa o bir
Martingale’ dir ve Q Martingale Olg¢iimii olarak adlandirthir, Q altinda , (9) deki

stokastik integral “sifir” ortalamaya sahiptir ve boylece sifir zamanindaki Hg adil
fiyati igin basit bir ifade elde edilebilir:

H, =E,(c"".H) (11)

EQ(X): X rassal degiskeninin Q ihtimal o&lgiimiine gore beklentisidir.

Black-Scholes durumunda : Her bir H fidansal tiirevin degeri igin tek bir fiyat
vardir. H miikemmel bir sekilde hedge edilebilir veya yenilenebilir. Realite ise
¢ogunlukla bu kadar giizel degildir: “iglem maliyetleri”, “Portfoy kisitlan™ vardir.
Fiyat siiregleri tipik olarak, rassal sigramalar gosterirler. Bu durumda fiyatlama
(yani Q) tek degildir ve H miikemmel bir bigimde Hedge edilmeyebilir. Minimum
- varyans , quantile veya siiper hedge gibi notasyonlar bdyle piyasalarda H’ 1n
miikemmel hedgesinin imkansiz olduguna isaret eder.
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3. FAiZ ORANI MODELLERI

Faiz oranmi piyasasi, bugiinkii paranin degerinin, o paranin gelecekteki
degeri ile nasil iliskili oldugunu bize soyler. Hisse senedi fiyatlari, doviz kurlarn
ve hisse senedi endeksinde oldugu gibi, faiz oranlarimin da gelecek degerleri
belirsizdir ve stokastik siire¢lerle modellenirler. Bir hisse senedi fiyatina kargit
olarak, bir r, faiz oraminin, istel bir sekilde ortalamanin iistiinde bliyiimesini
bekleyemeyiz. Fakat bunun yerine; sabit bir deger etrafinda makul bir aralikta
dalgalanmasini bekleriz.

Ayrica geometrik brownian hareket, bu konuda kesinlikle iyi bir model
degildir. ' nin t zamamndaki dalgalanmasina ani veya kisa oran denir. O

dogrudan gozlenememesine ragmen onun ile g¢alismak uygundur. (pratikte r,' nin
tahminleri profesyonel kurumlarca yapilir) (B,) Brownian hareketi tarafindan

idare edilen SDD’ lerin ¢oziimii olarak, r, i¢in g¢esitli modeller Onerilmigtir.
Standart Modeller asagidadir:

Ho- Lee Modeli : dr, =cdB, +60 dt
Vasicek Modeli: dr, =cdB, +(8—ar )dt
Cox-Ingersoll ve Ross Modeli : dr, = 6[\/;: dB, +(0—a,r, )dt

Burada o©,a,0 sabitlerdir. 6,,6,,a,: Deterministik fonksiyonlardir.

Temel bir faiz yikimliligini gosteren menkul kiymet iskonto veya 0
kuponlu tahvildir. 0 vadeye kadar herhangi bir 0deme yapmaz ama vadede 1
birimlik 6demeyi garanti eder. Temel soru sudur: Bu malin t<T zamanindaki
degeri nedir?

Bir sifir kuponlu tahvilin t<T zamanindaki fiyatim P(t,T) ile gosteriyoruz.
Acik¢a, P(T,T) =1 birim dir. Bdylece bir sifir kuponlu tahvilin fiyati, iki tarihe
baghdir. Eger r, faiz oran1 bir sabit olmus olsaydy, r,= r >0 , bir hazine
bonosunun t<T zamanindaki fiyati asagidaki sekilde olmaliydi:

Pt,T)=e T =exp{~(T-t)R (1, T)} (12)

burada,

1 T
R(t,T) =—— |r ds 13
) T_t{ (13)

Sabit olmayan r; icin, R(t,T) ortalama faiz oram dir. Sabit T vadesi i¢in
t" nin bir fonksiyonu olarak diisiindiigiinliz zaman ona verim (Yield) denir.
Degisken T vadeler ve sabit t ise verim egrisi olarak adlandirilir. Verim egrisi
bize, piyasanin vade yapist hakkinda birseyler soyler. Yani, T’nin bir fonksiyonu
olarak, tahvillerin ortalama getirisi hakkinda birseyler soyler. Tahviller ve tahvil

60




Matematiksel Finans

opsiyonlarim fiyatlamak i¢in P(t,T)’ nin bagka bir gosterimini kullanmak kullamgh
olabilir:

P(t,T) = exp‘—jf(l, u)du} (14)

f(tlu) : Forward oran’ dir. O asagidaki esitligi saglayan , u , zamanindaki
ani bor¢lanmanin forward fiyatidir.

f(t,T) =R, T)+(T-0R (1, T) ve f(t,t) =1, (15)

f(t,T) forward oranlarnt verilmis oldugunda, birisi P(t,T) fiyatlarmi ve R(t,T)
verimlerini geri elde edebilir. Giiglii bir faiz oram modeli, Heath, Jarrow ve
Merton Modelidir:

Heath-Jarrow-Morton Modeli : df(t,T) = G(S,T)dB| +ao(s, T)dt (16)

o(t,T) ve «t,T) oynakliklar olup, t- zamanna kadarki oranlara ve

Brownian hareketin ge¢misine bagh olabilir. Faiz oramm fiyatlamak igin bircok
model, hisse senedi modellerinden alinmistir. Kendini finanse eden bir H finansal
tirevin degerinide  hedge etmek igin bir “riskli” bir de “risksiz” maldan olusan
bir portfoy olusturma fikrinde oldugu gibi “risksiz mal” *nakit bono™ ile
gosterilsin ve asagidaki degere sahip olsun.

B, = Bnexp{j r, ds} (17)

() bir stokastik siire¢ oldugunda, B,” de bir belirsizlik s6z konusudur ve
B, risksiz degildir. Riskli mallar, 6 <T vadeler ile sifir kuponlu tahvillerdir. Bir
sifir kuponlu tahville iligkilendirilmis H finansal tiirev degerinin fiyatlandirilmasi
nakit ve sifir kuponlu tahvillerin portfoyii igin (a,,b,) kendini finanse eden bir

stratejiye dayanmaktadir.

V,=aP(t,T)+bB, , t<0 ve VO=H, 0<T (18)

Hisse senedi modellerinde oldugu gibi , bir Q denk martingale ol¢iimii
bulunabilir. Oyleki Q altinda 0 <T vadeli H finansal tiirevin degeri igin adil fiyat

BOEQlB“," HJ ile verilir. Bununla birlikte, bir denk martingale 6lgiimiiniin
bulunmasi problemi ¢ok komplekstir. Ciinkii 0 <T vadelerinin sayist sonsuzdur

ve Q, 07 ya bagh olmamalidir. Bu nedenle her 0<T i¢in P° ye denk bir Q
ihtimal ol¢timiintin  varh@ igin uygun varsayimlara ihtiyag vardir. Oyle ki, Q

Olgtimii altinda B['P(l,(-)) ,t<0  bir martingale’ dir.
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4. FINANSAL ZAMAN SERiSi MODELLERI

Tirevleri fiyatlandirmak igin, siirekli zamanli modelleri kullanmak
kullanighidir. Ayrica teorik argiimanlar sunu sdyler, bir portfoy , eger sadece kesikli
zaman anlarindaki fiyatlar biliniyorsa, hedge edilemeyebilir.

Bununla birlikte “finansal zaman serisi modellerini diisiinmek i¢in bir¢ok
baska neden vardir. Xg, Xj,....... (zaman birimlerinin segimi serbesttir: saniye,
dakika, ay, hafta,... vb.)

Gergek hayattaki veriler siirekli toplanmazlar, bunun yerine kesikli zaman
noktalarinda toplanirlar ve bir istatistiksel modele uydurularak, verilerin
mekanizmast anlasilmaya c¢alisilir. Bir teorik modelin, gercek hayat verisine iyi
uygunlugu , serinin gelecek degerlerini kestirmemize imkan verir. Finansal zaman
serisinin analizinde, P, , t=0,1,2............ (oyle ki, hisse senedinin giinliik fiyatlari,
ginliik kurlar vb.) gibi fiyat serileri “log— getiri” lere doniistiirtiliirler.

P -P
X, =log(P,/P,_,) = 1og(1+—‘P—‘iJ, t=1.2,. (19)

-1

Bu doniisiimiin  esas amaci; fiyatlart , onlarin birimlerinden  bagimsiz
kilmak ve onlarin birini digeri ile kiyaslamaktir. Ayrica suna inanilir, P,
fiyatlarina karsilik olarak Log- getiri X; bir “Duragan siiregle” modellenebilir
(Yani, duragan silireg, zaman degisse bile karakteristikleri degigsmeyen bir
siirectir.). Duraganlik, klasik zaman serisi analizinde temel varsayimdir. Deneysel
arastirmalar sunu gostermigstir ki, doviz kuralari, hisse senedi fiyatlari,hisse senedi
endeksleri vb.” nin Log- getiri serileri bir takim ortak oOzelliklere sahiptirler.
Bunlart asagidaki sekilde ifade edebiliriz:

oX, ‘nin ¢ok kiiciik ve ¢ok biiyiikk degerleri, bir Gaussian beyaz giiriiltii
dizisinden ¢ok daha sik ortaya ¢ikar. Bunun anlami sudur; Log-getirilerin
dagilimi  “Kalin kuyruklu” dur. Yani, P(X, <-x) ve P(X,>x) kuyruklann x’
in biiyiik degerleri i¢in, normal dagilimin degerleri ile kiyaslandigi zaman

ondan daha sigmandir. Bu ozellik sunu gosterir kayiplar ( kazanglar) normal
dagilim varsayimi altinda beklenenden ¢ok daha fazla olabilir.

eX,’ lerin orneklem otokorelasyonlari, birka¢ yillik zaman serileri igin bile,
hemen hemen tiim gecikmelerde onemsizdir. Daha uzun zaman serileri igin [X,|

mutlak degerler ve X, lerin 6meklem otokorelasyonlar: ,sifira’ a dogru yavasca
bozulur. Bu sunu gosterir: X degerlerinin biri digeri ile iliskisizdir.( beyaz giiriiltii)
bundan baska ('X‘|) ve (X?)’ nin agir bir sekilde bagimli oldugunu gosterir. Bu
durumda, zaman serisinde Uzun vadeli bagimhilhik veya  Uzun hafiza ‘ nin
varligi s6z konusudur.

X, nin bilyiik ve kiigiik degerleri, bagimsiz rassal degiskenlerin bir dizisi
icin beklenildigi gibi, zamanla ayr1i ayn olusmaz (ortaya ¢ikmaz). Fakat bunun
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yerine Clurters (kiimelenmeler, kiimeler) halinde ortaya ¢ikar. Yani, X,” nin olagan
olmayan biiyiik/ kiiglik bir degeri ortaya ¢ikarsa, bununla kiyaslanabilir biiyiikliikte
cesitli degerleri kisa bir zaman sonra ortaya ¢ikar.

Finansal zaman serilerinin analizinin amaci : Log- getirilerin yukanda ifade
edilmis olan ve diger ozelliklerini, fiziksel bir modelle agiklamaktir. Fakat asagida
tammlanmi§ olan standart modellerin higbiri tim gergekleri kapsamamaktadir. Log-
getiriler i¢in standart bir model asagidaki formda verilebilir:

X, =p+0,z, , t=01.2,..... (20)
p @ Bir sabit

o, : Gegmis X log- getirilerin bir fonksiyonu

z, : Gegmig giiriiltii (noise) degiskeni

o, : Gegmis oynakliklar

Notasyonu  basitlestirmek  igin  p=0 oldugunu kabul ediyoruz. o,
oynakhigmin z ’ den bagimsiz oldugu ve (z,)’ noise’ sinin 1 varyans: ile

bagimsiz aym dagilmis simetrik rassal degiskenlerinin bir dizisi oldugunu kabul
ediyoruz. Simetri su diisiinceyi ifade eder; Bir kigi gelecek fiyat doniigiimlerinin
pozitif veya negetif oldugunu kestiremez. ¢, igin birgok model arasindan iki

tanesi popiiler olmugtur (Taylor, 1986).

a) Genellestirilmis otoregresif sarthh hetereskedostite (GARCH)
b) Stokastik volatilite siireci

GARCH modelleri (5) ile verilirler ve rekiirans denklemleri asagidaki
gibidir:

o, =ctﬂ+iai)f{f_i +i[3jcrf_j (1)
i=l j=1

a; ve f;'ler negatif olmayan parametreler z, standart normal dagilm igin, X’
nin sarth dagilimdir.

5. FINANSAL GETIRILERIN SEMIMARTINGALE MODELLERI

Arbitrajsiz fiyat siiregleri 0zel semimartingaleler simifina aittir. Bu siiregler,
getirinin, bir lokal martingale “kestirilemez” degisimi gosterirken, sonlu varyasyonlu
siire¢, ani ortalama getiriyi ifade eden deterministik yogunluga sahiptir. (Black 1991)
Formal olarak pozetif bir T tamsayisi ve te [O,T] icin, E, EcCPF ;, 0SS<t=T
olacak sekilde, t- zaman kadarki informasyonu ifade eden bir ¢ cismi olsun . P ise
(Q,P,F) tizerindeki olasilik ol¢limiinii gosterir.Burada € c¢alisilan evrendeki tiim

miimkiin durumlardir ve F = F; ,T zamaninda aynistirilabilir olaylarin kiimesidir.
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Ayrica (F ) ) enformasyon siizgecinin, P’ nin tamhg ve sag siireklilik gibi

olagan sartlar sagladigini kabul ediyoruz.

Herhangi bir arbitrajsiz logaritmik fiyat siireci Py~ ve onun [0,t] arahigindaki
bilesik getirisi agagidakisekilde gosterilebilir;

Py (t) — P (0) = My (1) +A (1) (22)

Burada, My (0) =A;(0)=0, My bir lokal martingale ve Ay lokal olarak
integrallenebilir ve sonlu varyasyonun kestirilebilir bir siirecidir. (22) formiilasyonu
¢ok genel olup, standart mal fiyatlama teorisinde kullanilan tiim spesifikasyonlar
icerir. Ornegin Ito , Sigrama, Karma Sigrama- Diffiizyon siiregleri gibi tiim siireg leri
icerir ve Markov varsayimiida gerektirmez (Rogers, Williams,2000), (Comte ve
Renault, 1998). (22) denklemindeki herhangi bir bilesenin cadlag (sol limitlerle sag
stirekli) oldugunu kabul edebiliriz. Bunu P, ile gosterip,

P ()= lsi_r?? P, (s) , Vte [O,T] ve sigramalari, AP (t)=P, —P,_ veya
AP, (1) =P, (1) —1limP, (s) (23)

seklinde tamimlariz. Arbitrajin yoklugundan dolay: sigramalarin olusumu ve buyiikligi
kestirilemezdir, boylece My herhangi bir sonsuz varyasyon bileseni boyunca Py’ nin
sigrama bilesenini igerir. Ayrica Ay siirekli orneklem egrilerine sahiptir. My yi de
bir ¢ift, lokal martingale olarak ayristirabiliriz. Oyle ki bunlardan biri siirekli ve
sonsuz varyasyonlu kisim MC, digeri de sonlu varyasyonlu kissm AM dir (Jacod
Shiryaev,1988). Sigrama bilesenini M, = M| +AM, ile gosterirsek, (22) denklemi su
hali alir.

P, ()—P, (0)=M, (1) +AM, (D + A, (1) (24)

Son olarak, getiri i¢in formal bir notasyon veriyoruz. Birim araligi 1 ticaret
giiniine normallestirelim . Bir M.T. pozitif tamsay: i¢in, drneklenmig fiyatlarla elde
edilen getirilerin sayisi, m ¢arpt gilindii. Bu durumda k- malimmm [t-1/m , t]
araligindaki getirisi ;

Mo =P (0 =P, (t=1/m) , t=1/m,2/m,...,T (25)

olur. Boylece , m>1 olmasi yiiksek sikliktaki giin igi getiriye karsilik gelir. m<1 olmasi
giin i¢indeki getiriyi gosterir.

6. SONUC

Bu ¢alismada esas olarak, piyasalarin globallesmesi sonucu artan finansal riskler
ve menkul kiymet fiyatlarinmn rassal davraniginin @ modellenmesi  konusu
aragtirllmaktadir. Riskleri azaltmak amaciyla hisse senedi , doviz, faiz orant vb. mallar
iizerine opsiyon , forward, future, swap ve egzotik opsiyonlar gibi finansal tiirevler
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kullanilmaktadir. Bir tiirev menkul kiymet olusturmanin temel mantigy, rassal kosullarin
hakim oldugu menkul kiymet piyasasinda , gelecekte ortaya ¢ikacak gelismelere bagh
olarak, risk ve kazanci paylasmaya istekli yatirmecilari kargi karsiya getirmektir.
Finansal menkul kiymetlerin fiyat davramglar , genel olarak bir semimartingale ¢atisi
altinda analiz edilebilmektedir.Faiz oranlarinin da stokastik siire¢ olarak analizi
oldukga genel bir yaklagim sunmaktadir.
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Mathematical Finance

ABSTRACT

The introduction of financial derivatives such as futures and
options on underlying as stock , currencies ,interest rate etc.
makes possible to decreasing of financial risks. The basic idea
of a financial derivative production ; to find participants in the
market who are willing to share the risks and profits of future
developments in the market which are subject to uncertainty. The
pricing of these financial enstruments is based on an advenced
mathematical theory , called Ito stochastics calculus . The basic
model for a random price processes is described by
Brownian motion and releted differential equations . An analitical
formula for pricing of European call option was given by Black -
Scholes (1973) and Merton (1973). Their approach has become
the firm basis for modern financial mathematics which uses
advenced tools such as martingale theory , Ito calculus and
stochastics control, to find adequate solutions to the pricing of
derivative securities

Key Words: Financial derivatives, Brownian Motion, Black-Scholes
Formula, Option, Ito Stochastic Analysis, Change of
Measure, Girsanov  Transformation, Martingale,
Equvalent Martingale Measure, Arbitrage, Interest Rate,
Semimartingale Models.
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