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1. GİRİş 

H Ili ii 

Matematiksel Finans 

Ömer ÖNALAN' 

ÖZET 

Hisse senedi, döviz, faiz 01'011l, vb. g ibi mallar üzerine 
fuıures ve oplioııs gibi fiııaıısa/ ıürevlerin oluş/urulması, fiııansal 
risklerin düşürülmesine iilikafi vermektedir. Bir finansal Iiirev 
oluşturmanm a/tmda yataıı temel fikir; Belirsizliğin hakim olduğu 
piyasada gelecekteki gelişmelere bağlt olarak ortaya çıkacak, 

risk ve kazaııcı, paylaşmaya istekli piyasa katılımctlarım 

bulmaktır. Bu finansal eııslriimanlarm fiya!laııdmlıııası, ila 
stokastik analizi olarak adlemdmlem bir teoriye dayanıııak/adır. 
Rassal fiyat süreci içiıı temel model Broıvnimı hareket ve 
onıınla ilişkili dijeraıısiyel deliklemleric lanıııılanıııakladır. Avrupa 
altlıi opsiy011lmım fiyaılaııdmlıııası için Black- Sc/w/es (1973) ve 
Merton (1973) larafından bir analilik formül verilmiştir. Oıılorın 

yakloşııııı, Iiirev menkul kıymelleril1 fiyat/all/asma uYg/m çözümler 
bııımak için maningafe teori. ito analizi ve stokastik koııtrol gibi 
ileri düzeydeki araçları Jmllonon, modern finansal matemaıik içiıı 

sağlaııı bir zeıııiıı oluşturmuştur. 

Aııahıar Kelimeler: FinalISal tiirev, Broıvııiaıı hareket, Black­
ScJıoles lomıiilii, Opsiyon ıto sıokastik 

analizi, Ö/çiiıııiiıı değişiliii, Girsinav 
dönüşümü, Mortingo/e, Denk marlingale 
ölçiilllii , arbifraj , faiz orom, Seıııimarlingale 
modelleri. 

Nisan 2002 

Matematiksel finans'ın or ij i nı , Louis Bachelier' in 29 Mart 1900' de Paris 
Fen Fakültesi'nde sunmuş o l duğu "Theory de la Speculat ion " adlı doktora tezine kadar 
geriye gitmektedir. Finansal piyasalarda, komplex finansal ürünlerin sürekli olarak 
artması , hisse senedi fiyatları, faiz oranl arı ve döviz kurları ndaki beli rsizlikler 
"Matematiksel Finans" olarak adlandırı lan yeni bir araştırma alanının doğmasına neden 
olmuştur. Bu alan stokastik süreçlerin genel teorisi, kısm i türev ii diferansiyel 
denklemler, fonksiyone l anali z, yatırım ve finans teorilerini içemıektedir.(Black­

Scholes 1973) ve (Merton ı 973)'un çalışmal arından sonra, matematiksel fınans 

alanında deyim yerinde ise tam bir devrim yaşanmı ştır. Matematiksel finans, özellikle 
o l asıl ık teorisi ve matemati ğin en yeni başarıları ndan bir tanesidir . 

• Yrd.Ooç.Dr. Marmara Üniversitesi İktisadi ve İ dari Bil imler Fakııltesi Işletme BölUmıı Sayısal 
Yöntemler Anabi lim Dalı, Istanbul, TUrkiye 
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Birçok matematiksel gelişme sadece o konu ile ilgili uzmanlarca 
bilinmekte iken, buna karşılık, Black- Scholes opsiyon fiyatlama formülü sadece 
finans alanındaki uygulamacılar arasında popüler olmakla kalmamış, ünü 
ekonomistler, ekonometriciler, istatistikçi ler vb. arasında da yayılmıştır. 

Bu çalışmanın amacı, modem finans teorisinde kulla nıl an yeni matematiksel 
modelleri araştırmak ve teori nin finans mühendisliğinin pratiği ile nas ıl bir ilişki 

içeıisinde olduğunu göstennektir. Bu nedenle çalışmada esas olarak Black-Scholes ve 
Merton'un çalışmaları üzeri nde odaklanacaktı r. Çünkü bu çalışmalar, matematiksel 
finansın gelişme çizgisi içeri sinde bi r sıçrama noktası olmuşlardı r. Bir avrupa alım 
opsiyoııu, bir riskli ma l ın (örneğin hisse senedi) bir h issesi ııi , önceden belirlenmiş bir 
tarihte (vade tarihi) ve önceden belirlenm i ş bir fiyatta n (kullanım fiyatı) alma hak kıdır 

(zorunluluk değil ). Hemen şu soru ak la gelebilir: A l ıcı opsiyonu almak için ne kadar 
ödenmclid ir? İşte Black-Scholes fonnülüııü bu den li önemli kılan nedenlerden bir 
tanesi, böyle bir alım opsiyonunun fiyatını beli rl emek için, analitik bir fonnü l vemıiş 

olmas ıdır. 

Black - Scholes ve Merton ops iyon fiyat lama problemine, ri skli malın fi yatı için 
makul bir modeli kabu l etmekle başlamış l ardır. Böyle bir model için araştırnıa l ar ise 
uzun bir geçmişe sahiptir. Mal fiyatları rassal bir şeki l de değişmekte olup , büyük 
ölçüde kestirilemezdir.Bu gerçek rassal yürüyüş olarak adlandırılmaktadır. Rassal 
yürüyüş kesik li zamanlarda tanım l anmış en basit stokastik süreçtir. Buna karş ılı k 

finansta esas olarak, zamanın herhangi bir anındaki mode llemesi ilc ilgileni lir. 
Baehelier fıyat hareket lerini modellemek için Brownian hareketi kullanmışt ı r. 
Brownian hareket rassa l yiirüyüşün sürekli zamanlardaki karşılığıd ı r. Brownian hareket 
bir s ıvı içeris inde salı nan bir partikülün hareket leri için fızikse l bir modeldir (Karatzas 
ve Shreve, 1998). 

Hisse senedi fıyat l arı için Bachelier' in Aritmetik Brownian hareket modelin in 
şöyle bir sakıncas ı vardır: hisse sendi fiyatları pozitif büyüklüklerl e tanım l anırlar, 8(t) 
normal dağıl mış o l duğundan, pozitif olasılıklarla negatif değerler alabilmekted irler. 
Model uzun bir sü re unutulmuştur. 1965' de Samuelson, belirsizlik ortamındaki 

fıyatları modellemek için Brownian hareket in üstel ini yani Geomet rik brownian 
hareketi kullanmıştır. Bu durumda S(ı) fiyat süreci aşağı dak i stokastik diferansiye l 
denklemi sağlar. 

dS(I) = ~IS(I)d + aS(I)dB(I) (l) 

İto Icmma kull anılarak bu denklemin çozümünün aşağıdaki şekilde olduğu 
gösteri lebi i ir: 

rr '-~'" }. "ı,ı) S(I) = S(O)e -
(2) 

Es(l) = S(O)e'" (B(ı) - N(O, ı)' dir.) olduğundan (2) denklemi kesinlik le S(I»O 

olduğunu gösterir. Black - Sehotes ve Merton' un çalışmalarında, Geometrik 
broıvııiaıı hareket, fi yat hareketleri için temel matematiksel modeldi r (Pl iska. 1997). 
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On lar derin bir matematiksel ıcori olan, ıto a"alizi ile Bmwnian 
Hareketin yakın ilişk i s i olduğunun da farkına varınışlardır. Teoriye ıto Aııalizi 

ism i 1940' lı yıll arda bu teoriyi ge li ştirmiş olan Japon matenıatikçi Kiyosi lto ' 
nun ad ın a izafeten ver i lm işti r. Klasik analiz, düzgün fonksi yonl arı n diferansiye li 
ve integrasyonu hakkındadır. Buna karşılık Brownian hareketin eğril eri, oldukça 
düzensiz ,üstelik diferansiyelleneınez fonksiyonlardır ve bu nedenle, Brownian 
hareket için klasik ana liz, uygun bir araç değildir (Roger ve Williams, 2000). 
Opsiyon fiyatlandırına fonnü lünün esas katkıs ı , ekonomik alanda yeni bir fikir 
olmasıd ı r. 

Opsiyon un vade zamanındaki değerini karşılayan bir ticaret stratejisine 
kO/"lllılııa (hedge) deni r. Böyle bir korunmanın varlığı opsiyoııun fiyatı için haklı 

bir nedendir. Fakat o, finansın pratiği için kendi içinde önem lidir. Bir opsiyon 
satıc ı sının , onun korunın ası için yatınnak zorunda olduğu para mikt arı , opsiyon 
için adil bi r fıyat olma lıdır. Ayrıca Black-Scholes ve Merton şu fik irdcdir; Eğer 

opsiyon Black-Scholes fi yat ından başka bir fiyatıa sat ılınış olursa, rasyone l bir 
kişi bu gerçeği riske ginneksizin (arbitraj) sınırsız kar yapabilmek ıçın 

kullanabihnelidir. Baz matemat iksel modelin çeşitli eksiklerine rağmen Black­
Scholes yaklaşımı, finansal türev ierin diğer türlerini de fiyatlamak ı ç ın bir 
başlangıç ohnuşıur(Shimpi, 1999). 

Bir fin ansa l türevin esas amac ı ; "Riskiıı meııkul kıymelleşti,.Umesi"dir. 

Black- Scholes yak l aş ııııı , özelolarak fiyatlandırılınış bir türevin satıcıs ının ve 
a lı cıs ının , fıyat harcketlerinin belirsizliği yüzünden ortaya ç ıkacak olan ge lecek 
risk leri hedge etmelerine müsaade eder. Finansal ürünlerin gittikçe büyüyen 
yelpazesi özellikle 1970' leri n sonundan itibaren matematiksel finansın en 
ge li şmi ş kav ramsal araç larla donanınasıııı sağl amıştı r. Martinga le Teori , Stokastik 
Kontrol, K ı sıni Diferansiyel Denklemler bunlardan bir kaçıdır(Karatzas ve Shreve 
1998), (Björk 1997). 

Açıkça Black-Scholes dünyası ; Reel final/sal dünyanııı bir idealleştirmesidir. 

Ömegin bir riskli malın fi yatı için Geometrik brownian hareket in matemat iksel 
varsayımının reel dünyadaki fıyat verileri ile çe li şt i ği bilinmektedir. Çünkü hi sse 
senedi piyasası şokl arla (politik olaylar, kri zler vs .) sarsılmak ta ve sonuçta 
beklenmeyen fiyat sıçramaları o lmaktad ır. Böyle bir davranış Black- Scholes 
dünyas ı nda olmaz. Matcmatiksel fonnüll cr, finans alanındak i rasyone l kararlarda 
bize yardımcı olabilir(Hull , 1997) , (Baxter ve Rennie, 1996) ,(Neftçi , 1996). 
Çeşi tli fonnlardaki finansal risk lerin ölçümü ve tahmin edi lmes i matematiksel 
finansta yeni geli şmelere yol açm ı ştır. Finansal riskleri sayı sa ll aşt ı rmak için çeşitl i 
metodlar geli ştirilmi şt ir. Bunlar aras ında (Value -AI Risk (VAR)) " Riskin 
Değeri" en popüler olanıdır(Staınpi , 1999). 
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2. FiNANSAL TÜREVLERİN FiYATLANDıRILMASı 

2.1. Black·Scholes ve Merton Yakl aşımı 

Pt bir ri skli malın fiyatın ı gösters in . Bir hisse senedin in fi yat ı Geometrik 
brownian hareketle tanım l anır. 

P, = P,exp{;B , + ~I - O,Scr ' I } (3) 

{Bı;t >o} bir Brownian harekenir.( Sürekli örneklcm eğri li, durağan 
bağıms ı z artma lı bir Stokast ik süreçtir. Öyle ki , Bı s ıfır ortalarnah ve t varyans ı 
il e bir nonna! dağılıma sahiptir.) 

~ : Geıirinin ortalaması 

cr> O: Oyrı.khk (Vo l aı ili ıe) 

Bilhassa, sabit t için Pt bir lognormal dağıııma sahiptir, daha büyük cr . 
Pt ' ni n onun ortalama değeri olan expvu} civarında daha güç lü salınmas ı 
demektir. Böylece (J' . fiyatın değişkenliğinin derecesini belirl er. Alternatif olarak, 
Pt aşağı daki ıto Stokastik Diferansiycl Denklemini (SDO) sağlar. 

dP, = P, !iıdı +crdB ,l 

Yukarıdaki SOO, ıto integral Deııklem i olarak yorumlanmalıd ır . 

, , 
P, = Po + ~ Jp, ds +cr J p,dB, 

o o 

Yukarıdaki il k integral 
integralidir. Bunun anlamı şudur : 

, 
J P,dB, = 2, P,. ,[B,. - B,j 
o . 

Riemann integra li ' dir. İkinci integral 
O toplamların limitini temsi l eder: 

(4) 

(5) 

bir ıto 

(6) 

burada, toplam n ~oo' da max(t i- L ; _I ) ~ O , ile [O ,tJ aralığının herhangi bir 

o ::;; lo<t ı< ... t n _ ı<tn = t parçalanması boyunca alınmıştı r. Brownian hareketin 
eğri leri sınırsız varyasyona sahip olduğundan Riemann- Sti ltjes integraline 
benzemez, limit sabit b ir Brownian eğri boyunca alınmayabilir, fakat karelerin 
oı1alamas ı durumunda bunu yapab ili riz. ıto integrall arin in tanımı için kritik nokta 
şudur; (6)' in sağ tarafındaki toplam beklenilmeyen bir şekilde kuru lmuş 
ol malıdır. Yani integrand zaman ara lı k l arının başında alınmalı ve onun geometrik 
brownian hareketin ge lecek değerl erine bağlı o lmadığı kabul edilmelidir. Yani fıyat 

gelecek değerlerine bağlı deği ldir. 
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Matematiksel Finans 
;;;; HI! 

r >0 risksiz faiz oranı ile "Risksİz Mal" (Hazine Bonoları) ın değeri 13
1 

aşağıdak i gibi değişir. 

t- zamanında portföy at (pay) hisse senedi ve bt miktar bonodan 
oluşmaktadIL(aı> bı herhangi bi r reel değer olabilir; a ı nin negatif değeri , hisse 
senedinin kısa sat ı şına karşı lık gelir, bı nin negatif değeri ise, risksiz faiz oranı r 
oranından borçlanmayı gösterir.) 

Şuha l de portföyün değeri , 

olur.Kritik varsayım şudu r ; (aı ,bd ticaret stratejisi "kendini finanse eden" dir: 

(7) 

Yani servetteki değişimler , tamamen fiyat lardaki deği şim l er yüzündendiL 
Son denk lem ıto anlamında yorumlamrsa, 

, , 
V, ~ V, + fa , dP, + f b, dP , , , 

olur.Burada ilk integral (6)' e benzer şekilde tanım l anmışt i L T - vade zamanında, 
Avrupa alım opsiyonunun değeri, K ku llanım fiyatı ile aşağıdaki şekilde verilir: 

(P,- - KY ~ max (O, PT - K) 

Avrupa satım ops iyonu ise (K - PT r şek l inde tanımlanır. Bir opsıyonun 
nihai değeri , tam brownian eğri üzerine dayanabilir. Örneğin bir Asya alım 

opsiyonu (r' J P,ds - K J' lık bir ödemeye sahiptir. Böyle bir kontrat tipik 

olarak petrol p i yasasında kull anılabilir. Bir finansa l türev in değeri vadeye kadarki 
Pı fiyatının gelişim in e bağlı olan bir H rassa l değişken i diL Bir finansal türevi 
değerlemek ı ç ın klasik yol şunu kabul etmektir: Vı. Pı ve t' ni n düzgün bir 
fonksiyonu olarak gösterilebilir: 

V, ~ u(T - t,P,) öyle ki, VT ~ u(O,PT) ~ H 

Yani, türev menkul kı ymet sadece vade zamanındaki fiyata bağlıdı r. İto 
analizin in zincir kuralının bir uygulaması, ıto formü lü veya ıto lemma (7) ile 
bi rleştirili rse aşağıdaki kısmi diferaıısiye l denk leme yol açar: 
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u,(ı,x) = o,Scr ' x ' U.,(ı,x)+ rx u ,(ı,x)- ru(ı,x\ u(O,x) = H, x>o ıE[o,T] 

Avrupa alım opsiyonu ı çın yanı H=(PT - Kt için, sonraki denklem 
aşağıdak i çözüme sahiptir. 

u(ı , x) = x<D(g(ı, x)) - Kc -" <D(h(ı , x)) , 

burada, 

g(x, ı) = [cr ' ı ı-os ~og(x/K)+ (r + O,Scr' Lı] 

h(ı,x) = g(ı,x) -cr ı O.' ve 

standart normal dağılımdır. (PT - KY finansal türevinin Black- Scholes fiyatı 
portfOyün s ı fır zamanındaki değeridir. Yani, 

VO = u (T, PO) = Po<D(g(T, Po )) - Ke -" <D(h(T, Po)) (8) 

Bir kendini finan se eden strateji (aı,b1 ), bir korunma, U(l,x) fonksiyonundan 
türeti Jebi i i r. 

2.2. Ölçümün Değişimi ile Fiyatlama 

Yukarıdak i yaklaşım, belirli bir objenin hareketlerini, uygun diferansiyel 
denklemleri çözerek tanımlamak isteyen bir yaklaşı mdır. Bu yaklaşımın yen i 
boyutu, fiyat hareketinin yörüngesinin belirsizliğ idi r. Bununla birlikte, fiyatlama 
problemine pür bir probabilistik yaklaşım vardır. Bu yak l aşım ilk olarak 
(Harrison ve Pliska,(l98 i ))' in ça lı şmalarında görülmüştür. Bu ça lışmalarda , 
martingale ile olan il i şki ortaya konulmuştur. 

Harrison ve Pliska yaklaş ı mı şu avantaja sahiptir; H finansal türevi T 
zamanına kadark i tam fiyat hareketlerine bağlı olabili r. Onlar şunu gözlemiş l erdir : 

ıto' nun gösterim teoremine göre, geometrik brownian hareketin "her " iskonto 
edilmiş türevi stokastik integral gösterimine sahiptir: 

T 

e -,ı .H = Ho + f a~H)d[e~rT .Pı J 
o 

(9) 

Ho: bir sabi t ve, a~H): t- zamanında , yanlızca t - zamanına kadarki fıyat 

hareketlerine bağlı süreçtir. 
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Sonraki adım: (e -n .P,) iskonto edilm i ş fi yatı, denk bir martinga le 

ölçümü altında, bir maıtingale dönüştürebilir. Martingale l1otasyonu, olasılık 
teorisinde, bir adiloyunu tanımlamak için ku ll anı lı r. Aşağı daki anlama sahiptir; 

Kabul edelim ki , oyun t- zamanında Mı değeri ile sürekli oynanmaktadır. t­
zamanına kadar ki infonnasyon Fı ile gösteriliyor. (F-a cisimlerinin aı1an bir 
ailes i "filtrasyon" olarak adlandırılır.) Eğer Fı infonnasyonu verilmiş olduğunda 

h>O. Ml+h ge lecek değerlerin beklenen değeri t zamanındaki oyunun değeri ise 
oyuna Adil 0)'11L1 denir. Bunun anlam ı şudur: Oyunun Ml+h gelecek değerlerinin 

(karelerin in ortalamas ı an l amında) en iyi kestirimi, şu anki değer Mı dir. Bunu 
olasılık teoris inin terimleriyle. 

(ıo) 

şeklinde ifade edebiliriz. Bu son beklenti, verilmi ş olan P iht imal ine göre 
alınmıştır.Geometrik brownian hareket durumunda, P için doğal bir seçım 

Weiner Ölçümü dür. Bu ölçüm altında (e -tt .P,), r, faiz oranı ve ~ ortalama 

getiri oranı uygun bir şekilde seç ilmedikçe (Fı ) filtrasyonuna göre, bir maıtingal e 

değildir. Bununla birlikte, eğer P tek bir şekilde belirlenmi ş P' ye denk bir 
ihtimal ölçümü olan Q ile değiştirilirse , 

- r.. L - ' 
Bı = Bı +tJ.l - rp t 

"yoğunluklu" Brownian hareket, standart Brownian harekete dönüşür. Ölçümün bu 

değiş imi teorik olarak Girsinov dönüşümii olarak adlandırılır. Q altında, (e -np.) 

sürec i (B,) bmwnian harekete göre bi r ıto gösterimine sahiptir. Bi lhassa O bir 

Maıtingale' dir ve Q Ma ıtingale ölçümü olarak adlandırı lı r. Q a ltında , (9) deki 
stokastik integral "sıfı r" ortalamaya sah iptir ve böylece sıfır zamanındaki Ho adil 
fiyatı için basit bir ifade elde ed ilebilir: 

(l l ) 

EQ (X): X rassal değişkeninin Q ihtimal ölçümüne göre beklentisidir. 

Black-Scholes durumunda: Her bir I-I fidansa l türevin degeri için tck bir fiyat 
vardır. H mükemmel bir şekilde hedge edi lebilir veya yenilenebilir. Reali te ise 
çoğunlukla bu kadar güzel deği l dir: "iş l em mali yetleri", "PortfOy k ı sıtları " vard ı r. 

Fiyat süreçleri tipik olarak, rassal s ı çramalar gösterirler. Bu durumda fıyatlama 
(yani Q) tek değildir ve H mükemmel bir biçimde Hedge edi lmeyebiJir. Minimum 
- varyans, quantile veya süper hedge gibi notasyonlar böyle piyasalarda H' ın 

mükemmel hedgesinin imkansız olduğuna işaret eder. 
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3. FAİZ ORANI MODELLERİ 

Faiz oranı piyasası, bugünkü paranın değerinin, o paranın gelecekteki 
değeri ile nasıl ilişkili olduğunu bize söyler. Hisse senedi fiyatları , döviz kurları 

ve hisse senedi endeksinde olduğu gibi, faiz oranlarının da gelecek değerleri 

belirsizdir ve stokastik süreçlerle modellenirler. Bir hisse senedi fiyatına karşıt 

olarak, bir rı faiz oranının , üstel bir şekilde ortalamanın üstünde büyümesini 
bekleyerneyiz. Fakat bunun yerine; sabit bir değer etrafında makul bir aralıkta 

dalgalanmasını bekleriz. 

Ayrıca geometrik brownian hareket, bu konuda kesinlikle iyi bir model 
değildir. ~' nin t zamanındaki dalgalanmasına ani veya kısa oran denir. O 

doğrudan gözlenememesine rağmen onun ile çalışmak uygundur. (pratikte rt ' nın 

tahminleri profesyonel kurumlarca yapılır.) (B t ) Brownian hareketi tarafından 

idare edilen SDD' lerin çözümü olarak, r
t 

için çeşitli modeller önerilmiştir. 

Standart Modeller aşağıdadır: 

Ho- Lee Modeli : d rt = a dB t + 8 t dt 

Vasicek Modeli : d rt = a dB t + (8 - a rt )dt 

Cox-Ingersoll ve Ross Modeli : drt =atFı" dB t +(8-a trJdt 

Burada a, a , 8 sabitlerdir. 8 t , cr t ,a t : Deterministik fonksiyonlardır. 

Temel bir faiz yükümlülüğünü gösteren menkul kıyrnet iskonto veya O 
kuponlu tahvildir. O vadeye kadar herhangi bir ödeme yapmaz ama vadede ı 

birimlik ödemeyi garanti eder. Temel soru şudur: Bu malın t<T zamanındaki 

değeri nedir? 

Bir sıfır kuponlu tahvilin t<T zamanındaki fiyatını Pet,T) ile gösteriyoruz. 
Açıkça, P(T,T) = 1 birim dır. Böylece bir sıfır kuponlu tahvilin fiyatı , iki tarihe 
bağlıdır. Eğer rı faiz oranı bir sabit olmuş olsaydı, rı = r > O ,bir hazine 
bonosunun t<T zamanındaki fiyatı aşağıdaki şekilde olmalıydı: 

burada, 

Pet, T) = e -(T-t)r = exp{- (T - t) R (t, T)} 

ı T 
R(t, T) = -- f rs ds 

T-t 
t 

(12) 

(13) 

Sabit olmayan rı için , R(t,T) ortalama faiz oranı dır. Sabit T vadesi için 
l' nin bir fonksiyonu olarak düşündüğünüz zaman ona verim (Yield) denir. 
Değişken T vadeler ve sabit t ise verim eğrisi olarak adlandırılır. Verim eğrisi 

bize, piyasanın vade yapısı hakkında birşeyler söyler. Yani, T'nin bir fonksiyonu 
olarak, tahvillerin ortalama getirisi hakkında birşeyler söyler. Tahviller ve tahvil 
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opsiyonlarını fıyat l amak için P(t,T)' nin başka bir gösterinıini kullanmak kullanışlı 
olabilir: 

p(ı , T) = exp{ -1 f(ı, U)dU} (14) 

f(ı , u) : Forward oran' dır. O aşağıdaki eş i t li ği sağ l ayan, u ,zamanındaki 
anı borçlanmanın forward fiyat ı dır. 

f(ı , T) = R(ı, T) + (T - ı)R T (ı , T) ve f(ı , ı) = r, (15) 

f(ı ,T) fo rward ora nl arı veri l miş olduğunda, birisi P(t ,T) fi yaıları nı ve R(ı ,T) 
verimleri ni geri e lde edebilir. Güçlü bir fa iz oranı modeli , Heaıh, Jarrow ve 
Meı10n Modelidir: 

Heaıh -J al,.ow-Moı1on Modeli : df(ı , T) = o(s, T)dB, + a(s, T)dı ( 16) 

cr(t,T) ve CL(t ,T) oynak lıklar olup, t- zamanına kadarki oranlara ve 

Brownian hareketin geçmi ş ine bağlı olabilir. Faiz oranı nı fıyatlamak için birçok 
model, hisse senedi modcllerinden alı nmıştır. Kendini finanse eden bi r H finansal 
türevin değerinide hedge etmek için bir "risk li" bir de "risksiz" maldan oluşan 

bir port fOy oluştunna fikrinde o lduğu gib i " risks iz mal" "nakit bono" ile 
gösteri Isi n ve aşağıdaki değere sahip olsun . 

(17) 

(rı) bir stokastik süreç olduğunda, Bı ' de bir be lirs izlik söz konusud ur ve 
Bı ri sksiz değildir . Risk li maııar, 8 :S; T vadeJer ile sıfı r kupon lu tahviııerdir. Bir 
sıfır kupan lu tahvi ll e ilişkilcndiril miş H finansa l türev değerinin fiyatlandırılması 

nakit ve sıfı r kuponlu tahvillerin portfôyü için (a" b ı ) kendini finanse eden bir 

stratejiye dayanmaktadır. 

V, = a,P(ı , T) +b, B , ı '; O ve II O= H, O< T ( 18) 

Hisse senedi modellerinde olduğu gibi , bir Q denk maı1ingale ölçümü 
bulunabilir. Öyleki Q altında 0< T vadeli H finansal türevin değeri için adil fıyaı 

Bo EQ lB;l HJ ile verilir. Bununla birlikte, bir denk maı1ingale ölçümünün 

bulunması problemi çok komplekstir. Çünkü e :s; T vadelerinin sayı sı sonsuzdur 
ve Q. O' ya bağlı olmamalıdır. Bu nedenle her e :S; T için P ' ye denk bir Q 
ihtimal ölçümünün varlığı için uygun varsayımtara ihtiyaç vard ı r. Öyle ki , Q 

ölçümü altında B ~ ıp(t , e) , t :S; e bir martingale' dir. 
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4. FİNANSAL ZAMAN SERİsİ MODELLERİ 

TürevIeri fiyatlandırmak ıçın , sürekli zamanlı modelleri kullanmak 
kullanışlıdır. Ayrıca teorik argümanlar şunu söyler, bir portföy , eğer sadece kesikli 
zaman anlarındaki fiyatlar biliniyorsa, hedge edilemeyebilir. 

Bununla birlikte "finansal zaman serisi modellerini düşünmek için birçok 
başka neden vardır. Xo , Xı, ... . .. . (zaman birimlerinin seçimi serbesttir: saniye, 
dakika, ay, hafta, ... vb.) 

Gerçek hayattaki veriler sürekli toplanmazlar, bunun yerine kesikli zaman 
noktalarında toplanırlar ve bir istatistiksel modele uydurularak, verilerin 
mekanizması anlaşılmaya çalışılır. Bir teorik modelin, gerçek hayat verisine iyi 
uygunluğu, serinin gelecek değerlerini kestirmemize imkan verir. Finansal zaman 
serisinin analizinde, Pı , t=O, 1 ,2, ....... .... (öyle ki, hisse senedinin günlük fiyatları, 

günlük kurlar vb.) gibi fiyat serileri "log - getiri" lere dönüştürüıür!er. 

t = 1,2, ...... . . (19) 

Bu dönüşümün esas amacı; fiyatları, onların birimlerinden bağımsız 

kılmak ve onların birini diğeri ile kıyaslamaktır. Ayrıca şuna inanılır, P ı 
fiyatlarına karşılık olarak Log- getiri Xı bir "Durağan süreçle" modellenebilir 
(Yani, durağan süreç, zaman değişse bile karakteristikleri değişmeyen bir 
süreçtir.). Durağanlık, klasik zaman serisi analizinde temel varsayımdır. Deneysel 
araştırmalar şunu göstermiştir ki, döviz kuraları, hisse senedi fiyatları,hisse senedi 
endeksleri vb.' nİn Log- getiri serileri bir takım ortak özelliklere sahiptirler. 
Bunları aşağıdaki şekilde ifade edebiliriz: 

-Xı 'nin çok küçük ve çok büyük değerleri , bir Gaussian 
dizisinden çok daha sık ortaya çıkar. Bunun anlamı şudur; 

dağılımı "Kalın kuyruklu" dur. Yani, P(X ı ::; -x) ve P(X ı > x) 

beyaz gürültü 
Log-getirilerin 
kuyrukları x' 

in büyük değerleri için, normal dağılımın değerleri ile kıyaslandığı zaman 
ondan daha şişmandır. Bu özellik şunu gösterir kayıplar (kazançlar) normal 
dağılım varsayımı altında beklenenden çok daha fazla olabilir. 

-Xı' lerin ömeklem otokorelasyonları, birkaç yıllık zaman serileri ıçın bile, 

hemen hemen tüm gecikmelerde önemsizdir. Daha uzun zaman serileri için IXı i 
mutlak değerler ve Xı2 , lerin örneklem otokorelasyonları ,sıfıra ' a doğru yavaşça 
bozulur. Bu şunu gösterir: Xı değerlerinin biri diğeri ile ilişkisizdir.( beyaz gürültü) 

bundan başka (IX ı i) ve (Xı2), nin ağır bir şekilde bağımlı olduğunu gösterir. Bu 

durumda, zaman serisinde Uzun vadeli bağımlılık veya 
varlığı söz konusudur. 

Uzun hafıza' nın 

-Xı' nin büyük ve küçük değerleri, bağımsız rassal değişkenlerin bir dizisi 
ıçın beklenildiği gibi, zamanla ayrı ayrı oluşmaz (ortaya çıkmaz) . Fakat bunun 
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yerine Clurters (kümelenmeler, kümeler) halinde ortaya çıkar. Yani, Xi' nin o l ağan 
olmayan büyük! küçük bir değeri ortaya çıkarsa, bununla k ı yaslanabilir büyüklükte 
çeşitli değerler i kısa bir zaman sonra ortaya çıkar. 

Finansal zaman serileri nin analizinin amacı: Log~ geti rilerin yuk arı da ifade 
edi lm i ş olan ve di ğer özel li klerin i, fıziksel bir modelle açıklamak tır. Fakat aşağıda 
tanım l anmış olan standart modellerin hiçb iri tüm gerçekleri kapsamamaktad ı r. Log~ 

getiriler için standart bir model aşağıdaki fonnda verilebilir: 

t = 0,1,2, ........ . 

J.l Bir sabit 

0"1 Geçmiş X J ıog~ getirilenn bir fonksiyonu 

z. Geçmiş gürü ltü (noise) değişkeni 

cr . : Geçmiş oynaklı klar 

(20) 

Notasyonu basi t l eşt i rmek ıçın il = O olduğunu kabu l ediyoruz. cr i 

oynaklığının zı' den bağı msız olduğu ve (zı)' noise' sının varyansı ile 

bağıms ız aynı dağılm ı ş simetrik rassal değişkenlerinin bir dizisi olduğunu kabul 
ediyoruz. Simetri şu düşünceyi ifade eder; Bir kişi gelecek fıyat dönüşiim l erinin 

pozitif veya neget if olduğunu kest iremez. cr ı için birçok model aras ından iki 

tanesi popüler olmuştur (Taylor, 1986). 

a) Genelleştir i lm i ş otoregres if şartlı heıereskedosıite (GARCH) 
b) Stokastik volatili te sürecı 

GA RCH modelleri (5) ile verili rl er ve rekürans denklemleri aşağıdaki 

gibidi r: 

(2 1 ) 

ai ve Pj 'ler negatif olmayan parametreler zı standart nomıa l dağı lım ıçın , Xi' 

nın şartlı dağılım ı dır. 

5. FiNANSAL GETIRiLERiN SEMIMARTlNGALE MODELLERi 

Arbit rajsız fıyat süreçleri özel semimartinga leler s ın ı fına aitt ir. Bu süreçler, 
geıir i nin, bir lokal mart inga le "kest iril emez" değişim i gösterirken, sonlu vaıyasyon lu 
süreç, ani oıtalama geti riyi ifade eden detenni l1 istik yoğun luğa sahiptir. (Black 199 1) 
Fonnal olarak pozetif bir T tamsayısı ve t E [O, T J için, F;, F. ç;, Fı ' O:S: S :s: t :s: T 

olacak şeki lde, t~ zaman ı kadarki infonnasyonu ifade eden bir o" cismi olsun P ise 
(.0: ,P,F) üzerindeki ol asılı k ölçümünü gösteriLBurada il çalı ş ılan evrendeki tüm 

mümkün durum l ardı r ve F E FT ,T zamanında ayrışt ırı lab i l i r olayların kümes idir. 
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Ayrıca (F( )IElo.T] enformasyon süzgecinin, P' nin tamlığı ve sağ süreklilik gibi 

olağan şartları sağladığını kabul ediyoruz. 

Herhangi bir arbitrajsız logaritmik fıyat süreci Pı; ve onun [O,tJ aralığındaki 
bil eşi k geti risi aşağıdaki şeki l de gösteri lebilir; 

P, (ı) - P, (O) = M, (ı) +A, (ı) (22) 

Burada, MdD) =AdD)=D , Mı; bir lokal maı1 i n ga le ve Ak lokal olarak 
integrallenebili r ve sonlu varyasyonun kestiıi lebi li r bir sürecidir. (22) formü lasyonu 
çok genel olup, standart mal fıyat l ama teorisinde kullanılan tüm spesi fikasyon l arı 
içerir. Örneğin ıto , S ı çrama, Karma Sıçrama- Diffüzyon süreçleri gibi tüm süreç leri 
içerir ve Markov varsayımınıda gerektirmez (Rogers, Williams,2DDD), (Comıe ve 
Renault, 1998). (22) denklemindeki herhangi bir bileşenin cadlag (sol limitlerle sağ 
sürekli) olduğunu kabul edebiliriz. Bunu Pk ile gösterip, 

Pk- (t) " lim Pk (s) , \tı E [O, T J ve sıçramaları , "P, (t) " Pk - Pk- veya 
H' 

" Pk ( ı ) " Pk (ı) - lim Pk (s) 
H ' 

(23) 

şekl inde tanımları z. Arb itrajın yokluğundan dolayı s ıçrama l arın oluşumu ve büyüklüğü 
kestirilemezdir, böylece Mk herhangi bir sonsuz varyasyon bi l eşen i boyunca Pk ' nin 
sıçrama bi l eşenini içeri r. Ayrıca Ak sürekli örneklem eğrilerine sahiptir. Mk yi de 
bi r çift, lokal maı1 i nga le olarak ayrıştırabiliriz. Öyle ki bunlardan bi ri sürekli ve 
sonsuz varyasyonlu kı sım MC, diğeri de sonlu varyasyon lu kısım ô,M dir (Jacad 

Shiryaev, 1988). S ıçrama b il eşen i ni M k = M~ +ô,M k ile gösterirsek, (22) denklemi şu 

hali a lı r. 

(24) 

Son olarak, get iri için formal bir notasyon veriyoruz. Birim aralığı ticaret 
gününe normalleştirelim. Bir M.T. pozitif tamsayı için, örnek l enm i ş fiyatlar la elde 
edi len getiril erin sayısı , m çarpı gündür. Bu dunnnda k- malının [t-I1m, tJ 
aralığındaki get irisi; 

r' .,m, (ı) " Pk (ı) - Pk (ı - I/m) ı = l/m,2/m, .. .,T (25) 

olur. Böylece, m> i olması yüksek sıklıktaki gün içi getiriye karşıl ı k gelir. m< i olması 

gün iç indeki geti riyi gösterir. 

6. SONUÇ 

Bu çalışmada esas olarak, piyasaları n globalleşmesi sonucu artan finansal riskler 
ve menkul kıyınet fiyatların ın rassal davranışının mode llenmesi konusu 
araştırılmaktadır. Riskleri azaltmak amacıyla hisse senedi , döviz, faiz oranı vb. mallar 
üzerine opsiyon , forward, future, swap ve egzoti k opsiyonlar gi bi fi nansal (ürevler 
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kull anılmaktadır. Bir türev menkul kıymet oluştunnanın temel mantığı, rassal koşullann 
hakim olduğu menkul kıymet piyasasında, gelecekte ortaya çıkacak gelişmelere bağlı 
olarak, risk ve kazancı payl aşmaya istekli yatırımcıl arı karşı karşıya getirmektir. 
Finansal menkul kıymet l erin fıyat davranışları, genel olarak bir semimartingale çat ı sı 
altında ana li z edi lebilmektedir. Faİz oranlarının da stokastik süreç olarak analizi 
oldukça genci bir yaklaşım sunmaktad ır. 
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Mathematical Finance 

ABSTRACT 

The introduction of finandal derivatives such as futures and 
options on underlying as stock, currencies ,interest rate etc. 
makes possible to deereasing of financial risks. The basic idea 
of a finandal derivative production; to find partidpants in the 
market who are willing to share the risks and profits of future 
developments in the market which are subject lo uncertainty. The 
pricing of these financial enstruments is based on an advenced 
mathematical theory, called ıto stochastics calculus. The basic 
model for a random price processes is described by 
Brownian mo tion and releted differential equations. An analitical 
formula for pricing of European cal! option was given by Black­
Scholes (1973) and Merton (1973). Their approach has become 
the firm basis for modern financial mathematics which uses 
advenced tools such as martingale theory, ıto calculus and 
stochastics control, to find adequate solutions to the pricing of 
derivative securities 

Key Words: Financial derivatives, Brownian Motion, BZack-Scholes 
Formula, Option, ıto Stochastic Analysis, Change of 
Measure, Girsanov Transformation, Martingale, 
Equvalent Martingale Measure, Arbitrage, Interest Rate, 
Semimartingale Models. 
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